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基于 Ｃｏｐｕｌａ函数的长春市暴雨联合分布与特征分析

郭恩亮，周　沫，张继权，王永芳，哈　斯，张　峰
（东北师范大学环境学院，东北师范大学自然灾害研究所，吉林 长春 １３０１１７）

摘　要：利用１９５１－２０１２年长春市逐日降水数据，选取历年暴雨量、暴雨量贡献率和年均暴雨强度为暴雨要素
值，运用ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数构建二维联合分布，并利用ＡＩＣ和ＲＭＳＥ进行Ｃｏｐｕｌａ函数参数的优度检验，确
定适合暴雨要素的最优Ｃｏｐｕｌａ函数，然后分析多要素联合后暴雨概率和重现期特征，研究表明：①广义极值分
布对长春市暴雨要素的拟合效果最好，多要素联合中，ＦｒａｎｋＣｏｐｕｌａ和ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ适合反映多要素联合下暴雨
发生的概率；②暴雨联合重现期主要集中在０～１２年之间；暴雨要素值较小时，同现重现期较短，大致在０～５０
年之间，随着暴雨要素值的增大，同现重现期相应延长；两种重现期变化趋势一致，存在同步效应；③二维
Ｃｏｐｕｌａ联合可从多方面呈现暴雨要素间的内在信息，并且Ｃｏｐｕｌａ函数种类的多样性为确定最优暴雨要素二维联
合提供了可能，为Ｃｏｐｕｌａ函数在暴雨要素联合中的运用提供了有利条件。
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　　根据ＩＰＣＣ第五次评估报告，气候变暖是现阶
段全球气候变化的主要特征，其中极端天气事件

频率和强度的变化趋势越来越明显，呈现出逐渐

增长趋势［１］。我国平均气温也呈明显上升趋势，

升温幅度约为每年０５～０８℃。与气候变暖相对
应的是很多地区的降水也发生了变化，由于我国

处于东亚季风区，降水时间集中，强度大，因此

暴雨引起的灾害频发、广发，给社会经济造成了

巨大的损失［２－３］。因此国内外学者对于暴雨的时空

变化特征进行了大量的研究，研究成果有利于进

行科学的灾害风险管理和水资源的合理利用［４－６］。

但是现阶段对暴雨特征进行分析，主要集中于一

次暴雨事件或者对暴雨频次、暴雨强度、暴雨周

期性等单一要素特征进行研究，然而，随着气候

变化影响的加剧，暴雨引起的灾害呈现出多层次、

全方位的特点，单独对暴雨单一要素进行特征分

析，已经很难满足对于极端降水变化特征和灾害

风险管理的需求，因此急需对暴雨要素间的相互

关系和联合概率分布特征进行研究。

Ｃｏｐｕｌａ函数是由Ｓｋｌａｒ在１９５９年首次提出，作
为多维联合分析方法之一，它可以对变量间的相

依性结构进行度量并计算其联合概率分布与其他
方法相比，Ｃｏｐｕｌａ函数具有无需统一变量边缘分
布的优势，因此被广泛应用于保险和金融业

中［７－９］。近年来，Ｃｏｐｕｌａ函数被引入应用于水文频
率、干旱、沙尘暴等方面的多变量研究中［１０－１４］，

但是在极端降水方面应用较少，因此本文从暴雨

要素的多面性出发，利用 Ｃｏｐｕｌａ函数多维联合的
灵活性，构建二维联合分布，探讨历年暴雨量、

暴雨量贡献率和年均暴雨强度的内在概率分布特

征以及联合重现期和同现重现期的变化情况，揭

示多要素联合背景下的暴雨特征，为区域暴雨研

究提供新的思路。

１　数据来源与研究方法

１１　数据来源
选取由中国气象数据科学共享服务网提供的

长春市１９５１－２０１２年的逐日降水资料。其中根据
国家气象部门规定，２４ｈ降雨量为５０ｍｍ或以上
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的降水称之为暴雨。选取历年暴雨量（Ｐａ）、暴雨
量贡献率（Ｒ）和年均暴雨强度（Ｉａ）为暴雨要素值，
用于反映暴雨在长时间序列上的变化特征。

１２　研究方法
１２１　暴雨要素边缘分布函数

通过对目前国内概率分布函数的研究进行分

析，本文分别采用正态分布（ＮＯＲＭ）、泊松分布
（ＰＯＩＳＳ）、指数分布（ＥＸＰ）、极值分布（ＥＶ）和广
义极值分布（ＧＥＶ）等方法对暴雨要素边缘分布进
行拟合，其中利用极大似然函数进行边缘分布参

数估计，如式（１）～（３）所示。
Ｌ（θ）＝ ∏

ｎ

ｉ＝１
Ｆ（ｘｉ；θ( )） ＝∏

ｎ

ｉ＝１

Ｆ（ｘｉ；θ）
ｘｉ

； （１）

ｌｎ［Ｌ（θ）］＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎ［Ｆ（ｘｉ；θ）］； （２）

ｌｎ［Ｌ（θ）］
θ

＝０。 （３）

式中：Ｌ（θ）为似然函数；Ｆ（ｘｉ；θ）为边缘分布密
度函数，θ为待估参数。进一步应用 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ－
Ｓｍｉｒｎｏｖ２（简称 Ｋ－Ｓ２）作各边缘分布拟合优度检
验，确定适合各暴雨要素的概率分布函数。

１２２　暴雨要素联合分布函数
Ｃｏｐｕｌａ函数通过不同边缘分布以及其相关结

构组建成联合分布函数，常见的 Ｃｏｐｕｌａ联合函数
的构造类型有３种：椭圆型、二次型和Ａｒｃｈｉｍｅｄｅ
ａｎ型。不同的 Ｃｏｐｕｌａ函数有着不同的适用范围，
本文选用四种二维Ａｒｃｈｉｍｅｄｅａｎ型Ｃｏｐｕｌａ函数进行
暴雨要素二维联合，具体的分布函数及参数范围

如表１所示。
　　采用 ＡＩＣ准则和均方根误差 ＲＭＳＥ评价二维
暴雨要素的 Ｃｏｐｕｌａ函数参数拟合度优劣，判断依
据是ＡＩＣ、ＲＭＳＥ准则值最小，其表达式如下：

ＭＳＥ＝ １ｎ－１∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｐｅｉ－Ｐｉ）２；

ＡＩＣ＝ｎｌｏｇ（ＭＳＥ）＋２ｉ；

槡ＲＭＳＥ＝ ＭＳＥ
{

。

（４）

式中：Ｐｅｉ为暴雨要素二维联合经验概率；Ｐｉ为Ｃｏｐ
ｕｌａ函数联合分布值；ｉ为模型中所含参数个数。
１２３　暴雨要素重现期

由重现期理论可知，暴雨中某要素大于或者

等于某特定值的重现期为：

Ｔｘ＝
Ｎ

ｎ（１－Ｆ（ｘ））。
（５）

式中：Ｔｘ为暴雨的单变量重现期，Ｆ（ｘ）为各要素
的边缘分布；Ｎ为观测样本长度，ｎ为观测时段内
超越特定样本出现的次数。

　　二维暴雨变量组合重现期包括联合重现期和
同现重现期，其中两变量联合重现期是指变量ｘ或
ｙ超过某个特定值的重现期，它的计算公式为：

Ｔａ＝
１

Ｐ（ｘ＞珓ｘｏｒｙ＞珓ｙ）＝
１

１－Ｐ（ｘ≤珓ｘ，ｙ≤珓ｙ）
＝

１
１－Ｆ（ｘ，ｙ）＝

１
１－Ｃ（ｕ１，ｕ２）

。 （６）

两变量同现重现期是指变量ｘ和ｙ都超过某个
特定值的重现期，它的计算公式为：

Ｔｏ＝
１

Ｐ（ｘ＞珓ｘ，ｙ＞珓ｙ）＝
１

１－Ｆ（ｘ）－Ｆ（ｙ）＋Ｆ（ｘ，ｙ）＝

１
１－ｕ１－ｕ２＋Ｃ（ｕ１，ｕ２）

。 （７）

２　长春市暴雨特征分析

２１　暴雨要素拟合分布
首先运用式（１）～（３）对暴雨要素的五种概率

分布函数的参数进行估计，然后利用 Ｋ－Ｓ２法对
各概率分布函数进行检验。主要运用 Ｐ值进行显
著性检验，Ｐ值越大，概率分布函数参数拟合的效
果就越好，并且通过检验的可能性就越高。各暴

雨要素的拟合检验值如表２所示。
由表２可知，正态分布（ＮＯＲＭ）、泊松分布

（ＰＯＩＳＳ）和指数分布（ＥＸＰ）对于暴雨要素的拟合检
验值皆未通过００５的显著性检验，说明上述三种
概率分布函数，对于变量的拟合效果较差，并不

适用于长春市暴雨要素的拟合。极值分布（ＥＶ）和
广义极值分布（ＧＥＶ）对于暴雨要素的拟合效果较
好，特别是广义极值分布对于暴雨量贡献率和年

均暴雨强度拟合度最高，为了进一步验证拟合效

果的优劣，利用 ｍａｔｌａｂ软件进行极值分布和广义
极值分布的拟合（图１），由图１可知，广义极值分
布比极值分布相比，其拟合曲线更接近与经验分

布曲线，因此本文选取广义极值分布进行暴雨要

素边缘分布的拟合，各要素边缘分布函数及对应

的参数值如表３所示。
　　由暴雨要素拟合曲线（图 １）可知，历年暴雨
量、暴雨量贡献率和年均暴雨强度随着强度的增

加，其变化速率呈减小趋势，说明长春市暴雨发

生频繁且年际变化幅度不大，其中暴雨降水强度

主要集中在６０～１４０ｍｍ区间。暴雨量贡献率和年
均暴雨强度拟合曲线相对来说较为一致，说明分

布较均匀，不存在明显集中区域。单要素曲线拟

合所提供的仅为要素本身的相关信息，但对于具

　　
表１　二维ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ分布函数及参数范围

分布函数 形式 参数范围

ＦｒａｎｋＣｏｐｕｌａ函数 Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｃ（ｕ１，ｕ２）＝－
１
θ
ｌｎ１＋（ｅ

－θｕ１－１）（ｅ－θｕ２－１）
ｅ－θ[ ]－１

θ∈Ｒ

ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ函数 Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｃ（ｕ１，ｕ２）＝（ｕ１
－θ＋ｕ－θ２ －１）

－１／θ） θ∈［０，∞］

ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ函数 Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｃ（ｕ１，ｕ２）＝ｅｘｐ｛－［（－ｌｎｕ１）θ＋（－ｌｎｕ２）θ］
１／θ｝ θ∈［１，∞］

ＡＭＨＣｏｐｕｌａ函数 Ｆ（ｘ，ｙ）＝Ｃ（ｕ１，ｕ２）＝
ｕ１ｕ２

［１－θ（１－ｕ１）（１－ｕ２）］
θ∈［－１，１］

４７１
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表２　暴雨要素边缘分布Ｋ－Ｓ２检验Ｐ值

分布类型 Ｐａ Ｒ Ｉａ
广义极值分布 ０６１０１ ０９２９７ ０９９１７

极值分布 ０２９５１ ０４３７３ ０２９５１

指数分布 ０００４８ ０００２２ ０００００

泊松分布 ００００４ ０００００ ００１９７

正态分布 ０００００ ００００２ ０００００

注：“”表示通过００５的显著性检验
有多要素的暴雨而言，在纵向分析的同时，还需

侧重横向的联系，即需要加强对暴雨要素间的联

合特征分析。

２２　暴雨要素二维联合分布
年暴雨量、年均暴雨强度和暴雨量贡献率中

选取二个要素构建三对Ｃｏｐｕｌａ函数二维联合分布，
利用式（１）～（３）进行 Ｃｏｐｕｌａ参数估计，采用表１
中的Ｃｏｐｕｌａ分布函数公式进行二维拟合，通过式
（４）进行优度检验，相关参数及检验值见表４。
　　根据ＲＭＳＥ和ＡＩＣ最小原则，选取ＦｒａｎｋＣｏｐｕ
ｌａ函数为年暴雨量和暴雨量贡献率为二维联合的
Ｃｏｐｕｌａ分布，ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ函数作为年暴雨量和年
均暴雨强度、年均暴雨强度和暴雨量贡献率的二

维联合Ｃｏｐｕｌａ分布。通过ｍａｔｌａｂＳｕｒｆ工具以暴雨要
　　

素边缘累积分布值为 Ｘ－Ｙ－Ｚ轴，得到二维联合
概率分布三维图（图２）。由图２（ａ）可知，年暴雨
量和暴雨量贡献率呈现较高的同步性，说明在历

年暴雨量占全年降水量的比重较大，即长春市降

水比较集中，且降水量来源主要为强降水事件。

图２（ｂ）和图２（ｃ）显示了Ｘ－Ｙ－Ｚ数值的差异呈现
暴雨各变量在累积分布中的非同步性，即一年中

平均暴雨强度较小，但是对应的历年暴雨量和暴

雨量贡献率皆较高，所以在累积概率上表现为偏

向于Ｘ轴，也进一步说明了长春市暴雨发生暴雨
的频率较高。通过分析可知，Ｃｏｐｕｌａ函数将暴雨
要素联合后所呈现出来的信息远远超过图１所示的
单一变量提供的信息，并且从侧面凸显出暴雨要

素之间具有极强的内部关联性。

２３　暴雨重现期分析
给定暴雨要素单变量重现期（Ｔ），通过式

（４）求出相应的暴雨要素值，将给定重现期下的
暴雨要素值带入表 １计算对应 Ｃｏｐｕｌａ联合分布
值。通过式（５）计算二维联合重现期 Ｔａ。利用
Ｋｅｎｄａｌｌ秩计算变量间的相关系数，得知暴雨各要
素两两间的相关系数τ均可通过００５水平的显著
性检验，构建变量两两联合的 Ｃｏｐｕｌａ分布，并结
合式（６）计算Ｃｏｐｕｌａ二维联合的同现重现期Ｔｏ，结
　　表３　暴雨要素边缘分布函数及参数

暴雨要素 边缘分布 参数值

Ｐａ ＦＤ（ｐ｜ｋ，ｓ，ｍ）＝∫ [１－ｅｘｐ － １－ｋ（ｐ－ｍｓ ]）
１

{ }ｋ ｄｐ
ｋ＝０４５５６
ｓ＝３０６８９１
ｍ＝７７９７２７

Ｒ ＦＤ（ｒ｜ｋ，ｓ，ｍ）＝∫ [１－ｅｘｐ － １－ｋ（ｒ－ｍｓ ]）
１

{ }ｋ ｄｒ
ｋ＝－０４０７７
ｓ＝１０８２７３
ｍ＝６２９５１０

Ｉａ ＦＤ（ｉ｜ｋ，ｓ，ｍ）＝∫ [１－ｅｘｐ － １－ｋ（ｉ－ｍｓ ]）
１

{ }ｋ ｄｉ
ｋ＝００８８４
ｓ＝００５４２
ｍ＝０１４０７

图１　暴雨要素边缘分布曲线示意图

图２　Ｃｏｐｕｌａ二维联合累积概率分布
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表４　Ｃｏｐｕｌａ函数二维联合分布函数参数及检验值
分布函数 参数及检验 Ｐａ＆Ｒ Ｐａ＆Ｉａ Ｒ＆Ｉａ

ＦｒａｎｋＣｏｐｕｌａ
函数

参数 ４０６６５ １４１７６４ ３６２７７
ＲＭＳＥ ０５４４０ ０４５６７ ０４６４９
ＡＩＣ －１７７９２９ －２４６３６０ －２３９３６８

ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ
函数

参数 １８１７７ ４３９２１ １７１０５
ＲＭＳＥ ００５１０ ０４６０４ ０４６２０
ＡＩＣ －１１０３４０１ －２４３２０１ －２４１８４０

ＧｕｍｂｅｌＣｏｐｕｌａ
函数

参数 １６８２４ ５３２４２ １７４８２
ＲＭＳＥ ０５３７２ ０４６３４ ０４６５４
ＡＩＣ －１８２８７６ －２４０６４２ －２３８９２８

ＧａｕｓｓｉａｎＣｏｐｕｌａ
函数

参数 ０９８２８ ０６９２３ ０７０８８
ＲＭＳＥ ０５３７６ ０４６５０ ０４６８２
ＡＩＣ －１８２５７７ －２３９３０９ －２３６５７７

果见表５。
　　由表５可知，三对二维联合重现期除了在重现
期为２年的情境下联合重现期 Ｔａ小于２年外，其
余情境下二维联合重现期均小于其所对应的单要
素重现期，例如，暴雨单变量重现期为２０年的情
境所对应的历年暴雨量与平均暴雨强度的联合重
现期为８３４年，年均暴雨强度和暴雨量贡献率的
联合重现期为７６３年；同现重现期 Ｔｏ均大于单要
素重现期和联合重现期，并且随着单要素重现期
的增加，同现期的增速远远大于联合重现期的增
加速率。单变量的重现期较大时，表明此时的变
量值属于该变量的极值，为少数事件，将暴雨的
多个变量的极值联合在一起时，同现重现期显著延
　　

长，联合重现期明显缩短。例如表５所示，单变量
重现期为１００年时，其同现期则延长至上４００～８００
年之间，而联合重现期却缩至２８年，这种多变量联
合后的重现期信息是单变量重现期无法确定出来的，
说明Ｃｏｐｕｌａ多维分布函数对于探知具有多要素的暴
雨联合概率和重现期具有较强的实用性。
　　图３为暴雨要素二维 ｃｏｐｕｌａ重现期等值线图，
其中，联合重现期主要集中在０～１６年之间。由联
合重现期（图３ａ）可知，历年暴雨量与暴雨贡献率
的联合重现期为２年时，两者对应的概率为０７２，
说明两者在２年联合重现期下，表现出一致性的特
征，但是随着两者概率的增大，等值线分布呈现
出非一致性的分布特点，其中历年暴雨量概率变
化幅度较小。根据联合重现期定义，说明随着联
合重现期的增长，历年暴雨量逐渐增大，但是暴
雨量贡献率增大的概率则趋近于零，说明长春市
暴雨的集中度较高。由联合重现期（图３ｂ）和联合
重现期（图 ３ｃ）可知，说明两者在联合重现期下，
表现出一致性的特征。在暴雨要素概率较高时，
即暴雨要素值较小时，同现重现期较短，大致在
０～５０年之间，随着同现重现期的增大，不同要素
同现重现期具有不同的分布特征，其中历年暴雨
量与暴雨贡献率的同现重现期主要分布在０～２００
年之间，历年暴雨量与年均暴雨强度的同现重现
期主要分布在０～３５０年之间，平均暴雨强度和暴
雨贡献率的重现期主要分布在０～５００年之间，进
　　表５　暴雨要素重现期

重现期／
年Ｔ

历年暴雨

量Ｐａ
暴雨量贡献

率Ｒ
年均暴雨

强度Ｉａ
联合重现期Ｔａ 同现重现期Ｔｏ

Ｐａ＆Ｒ Ｐａ＆Ｉａ Ｒ＆Ｉａ Ｐａ＆Ｒ Ｐａ＆Ｉａ Ｒ＆Ｉａ
２ ９０４４ ６７３１ ０１６ ２２３ ２０７ ２０４ ２８０ ３１８ ３１４
５ １３１８０ ８１３１ ０２１ ３５０ ３２１ ３１１ ６２５ ８２８ ８０２
１０ １７６８０ ９５９８ ０２６ ５４５ ４８６ ４９２ １４８２ ２０２２ ２１５７
２０ ２３８５１ １１３９３ ０３０ ８３４ ７６５ ７６３ ３４９４ ５２６９ ５４４３
５０ ３５６５９ １５１２４ ０３７ １６５９ １５４３ １６２３ １４２１０ ２２４１５ ２５８６９
１００ ４８５０６ １８８７４ ０４２ ２８０１ ２６６４ ２８２３ ４１０５４ ６８１３９ ７９６６２

图３　暴雨要素二维ｃｏｐｕｌａ重现期等值线图
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一步说明了随着重现期的增大，降水的集中程度
越来越大，暴雨强度越来越高。联合重现期只需
某一暴雨要素超越给定值，即为重现；同现期则
需所选暴雨要素同时超越各自给定值，才为重现；
所以同现期明显长于联合重现期，尤其在暴雨偏
强年份，同现期更长。此外，两种重现期变化趋
势一致，具有同步效应，恰好了反应暴雨要素的
不可分割性。

３　结论与讨论
Ｃｏｐｕｌａ函数作为一个强有力的理论与方法，

计算简便，因此非常适用于进行长期联合分布的
研究，本文利用 ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数对长春市
１９５１－２０１２年暴雨量、暴雨量贡献率和年均暴雨
强度的联合概率分布进行实证分析，获得如下
结论。

（１）Ｃｏｐｕｌａ理论能够为多变量的暴雨特征分析
提供有效的研究途径，其中的 ＦｒａｎｋＣｏｐｕｌａ函数和
ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ函数能较好的反映暴雨要素间的相互
关系。

（２）联合重现期主要集中在０～１６年之间。暴
雨要素值较小时，同现重现期大致在 ０～５０年之
间，随着暴雨要素值的增大，三对同现重现期相
应延长，具有同步效应，存在一致的变化趋势，
这种趋势正好体现了暴雨要素间的不可分割性。
　　（３）通过单变量拟合与Ｃｏｐｕｌａ二维联合特征对
比分析发现：选择恰当的单变量分布函数，能有
效反映出变量本身的信息，却无法对变量间的内
在关系进行研究，在暴雨多要素分析中，只能单
独地分析暴雨某一要素的特征；而 Ｃｏｐｕｌａ二维联
合可以从多个方面反映暴雨的特征，提供了分析
变量间相互联系的大量信息，是单变量拟合所不
　　

具备的。暴雨要素具有不可分割性，有着复杂的
内在联系；Ｃｏｐｕｌａ函数的二维联合尤其是多维联
合能很好的满足对暴雨多要素的研究，具有很强
的实用性。
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